Fizika 2. eloadas
Elektromagnesség és optika

Vektoranalizis

Buzas Attila

okleveles geofizikus, PhD
HUN-REN-ELTE Urkutaté Kutatocsoport
HUN-REN Foldfizikai és Urtudomanyi Kutatointézet
atilatbuzas@ttk.elte.hu

20262027
Budapest



Matematika - Vektoranalizis
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Name Symbol Quantity Deﬁnilio-n Deﬁnitio|-1
other units | Sl base units
radian rad plane angle =
steradian sr solid angle =
hertz Hz | frequency 51
newton N force, weight m-kg-s—2
pascal Pa | pressure, stress N/m? m1kg-s72
joule J energy, work, heat N-m m2-kg-s~2
waftt power, radiant flux Jis m2-kg-s=3
coulomb (& electric charge s-A
volt \" voltage, electrical potential difference, electromotive force T? m2-kg-s—3-A~1
farad F electrical capacitance CcN m~2.kg~1.s4.A2
ohm Q electrical resistance, impedance, reactance VIA m?-kg-s—3-A~2
siemens S electrical conductance 1/Q m~2.kg~1.s3.A2
weber Wb | magnetic flux JIA m?-kg-s—2-A~1
Whb/m?2
tesla T | magnetic field strength V-sim? kg-s~2.A"1
N/(A-m)
henry H inductance WoIA m2-kg-s2-A~2
V-s/A
degree Celsius e temperature relative to 273.15 K Tk - 27315 K
lumen Im luminous flux cd-sr cd
lux Ix |illuminance Im/m? m~—=-cd
becquerel Bq radioactivity (decays per unit time) 51
gray Gy absorbed dose (of ionizing radiation) Jikg m2-572
sievert Sv equivalent dose (of ionizing radiation) Jikg m2.s72
katal kat catalytic activity s -mol
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Physical Quantity
Electric Charge
Electric Current
Electric Potential / EMF
Electric Field

Electric Displacement
Magnetic Field Strength
Magnetic Flux Density
Magnetic Flux
Resistance
Capacitance
Inductance

CGS (Centiter-Gram-gram Unit System)

el

-Le-length

Megortmic

Sl Unit
Coulomb (C)

Ampere (A)

Volt (V)

Volt per meter (V/m)
Coulomb per m2 (C/m2)
Ampere per meter (A/m)
Tesla (T)

Weber (Wb)

Ohm (Q)

Farad (F)

Henry (H)

)

(D—A

Time second

CGS Unit
Statcoulomb / Franklin (statC / Fr)
Statampere (statA)

Statvolt (statv)

Statvolt per cm (statVicm)
Statcoulomb per cm2 (statC/cm2)
Oersted (Oe)

Gauss (G)

Maxwell (Mx)

Statohm (statQ)

Centimeter (cm) / Statfarad
Stathenry (statH)

Conversion (S| to CGS)
1 C=3x109 statC

1 A=~3x109 statA

1 statv=300 V

1 statVicm=3x104 V/m

1 statC/cm2=12mx1051 C/m2
1 Oe=4m1000 A/m=79.58 A/m
1T=104 G

1 Wb=108 Mx

1 statQ~9x1011 Q

1 F~9x1011 cm

1 statH=9x1011 H
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» Tenzori jelleg:

» 0. rendi tenzor (skalar): csak nagysaga van,
pl. tomeg, nyomas.

» 1. rendi tenzor (vektor): van nagysaga és iranya is, z
pl.: sebesség, ero. | {

> 2. rendl tenzor (matrix): Szamok kétdimenzids tablazata 1.7

(sorok és oszlopok).
> n. rendl tenzorok: pl. szines videodfelvétel adatrendszere.
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» Oszlopvektor (mx1). £ 2
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» Sorvektor (1xn). [al {12 an]
1 a1z A1y A1
3y dz2 a9y (A2

> Matrix (nxm). M= | @31 dzz dzz ... a3,




D={(r,0,9)|0<r<+00,0<o<2m,0<d <7}

Koordinata rendszerek

Gombi koordinata-rendszer

D:{($,y,Z)I—OO<$’y’Z<—I—OO}

Descartes-féle koordinata-rendszer

D={(0,0,2)|0<p<+00,0<p< 2T, —00< 2z <400} X



» Geometriai vektor:
» Vektor nagysaga:

lv| = U%+U§+U§

> Két pont kozotti tavolsag: d=|AB| =(x, = x,)2 + (3, — 1 )% + (2, — 2,)?

A, = Asin(0)

|
|
|
. arigin _ f;’| X axis
3 5
Z axis

A, = Acos(0)
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v, =1 c0os0 ™\ :
A4
/
/l

r=x2+y2 + 722

N

’




Vektor mulveletek

» Keét vektor skalaris szorzata:
> Keét vektorbdl ,csinal” skalart.
> Két egymasra merbleges vektor skalaris szorzata mindig 0!

a-b=a,b, +a,b, +a,b, _

b
——lalcos @ —]

—3
a.

b =la| |b| cos 6




» Két vektor vektorialis szorzata:
» Két vektorbdl ,csinal” vektort.
» Keét egymassal parhuzamos vektor
vektorialis szorzata mindig 0!

a=(a;,a,a,) =a;i+a,j+ak

b = (by, by, b,) = byi+ b,j + b,k

ax b= (ayb, —a,by)i— (a;b, — a.b;)j+ (azb, — a,b. )k

axb= (aybz_ —asby, by —ash,, asby — aybz)

Vektor B

o Derékszogu koordinatarendszer
o Jobbsodrasu
o Bazisvektorok

|&x b| = |&||b]| sin 6

b|? + |& x

A

oecflesep

b[? = |d|?|b?

axb




» Keét vektor diadikus szorzata (,matrixszorzas”):
» Ket vektorbadl (vagy matrixbadl) ,csinal” matrixot.
» A szorzat elsO tagjanak az oszlopainak a szama meg kell, hogy egyezzen a szorzat masodik
tagjanak a sorainak a szamaval.
» Az eredmeny matrix dimenzidja az elso tag sorainak és a masodik tag oszlopainak a

szamaval fog megegyezni.
1-6 4 5 6
2:6 )= ( g8 10 12
3-6 12 15 18

—> —_ — ‘e 1)
— <1,2,3> es v = <4;556>
uuv

1 1-4
ﬁ@ﬁ:(z)m 5 6):(2-4
3 .4

('S}

> Két matrix szorzata:

C — A . B CU = z aik . bkj Cij — aﬂblj + aizsz + ai3b3j + ...+ ambnj




Normal vektor




Skalarter

Homerseklet (T(r))

y (cm)

y (cm)

¥ (cm)

y (cm)
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Vektorter

Széltéerkep

OFSZag seeltéridpe

(v(p)
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Skalar(vektor-, tenzor-)mezo: adott tenzori jellegii helyfiiged mennyiség.

Helyfiiggd A mennyiség jellemzése A(T) fiiggvénnyel (A mennyiség értéke

az T helyvektori pontban).

SkalarmezG geometriai jellemzése szintfeliiletekkel (azon pontok mértani

helye, melyeken a skalarmezsé ugyanazon értéket veszi fel).

Vektormezs geometriai jellemzése aramgorbékkel (azon gorbék, melyek

érintGje minden pontban parhuzamos a vektormezé adott pontban felvett

értékének iranyaval).




Derivalas

. oE
Line has slope Q(U" b)

Graph of f(x,b)

‘ f(x) =a sin(2*) +1
\, A= (~2,251)

2-

/: |
2\ 0 v 3
f'(=2) = —5.99




» Nabla operator (~differencialoperator).
» Egy remek O0sszefoglalo:
https://elisecolin.medium.com/nabla-the-harp-that-listens-to-space-3f5c8dd085b7
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Gradiens: ha f skalarmez6. akkor grad f =V f = (0, f.9,f. 0. f) vektormezé.

f:{:(ﬂim yﬂ)

grad (f(zo,¥0)) = Vf(zo,y0) = [f{;(aru Yo)

d i i i il i




Divergencia: ha v vektormezd, akkor divv = Vv = 0,v, 4+ dyvy + 0.v. skalarmezo.

divF(z,y) =—1.
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= For actual ‘(irhlcc‘)m‘préséib‘le)‘ fluid fow: -

divF =10 " everywhere=
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ha v vektormezd, akkor rot v vektormezdo.
y
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INTUITION OF CURL

WOULD A TINY PADDLE WHEEL ROTATE?
POSITIVE CURL

ZERO CURL NEGATIVE CURL

clockwise

X -z

Direction follows
—p+y the right-hand rule.

Place a tiny paddie wheel in the flow: curl predicts its tendency to rotate.

Gradient, Divergence & Curl

GRADIENT DIVERGENCE CURL

The gradient of a scalar field ¢ The divergence of a vector field F The curl of a vector field F measures
points in the direction of measures the net outward flux

the rotation or tendency to induce
from an infinitesimal volume.

maximum increase of ¢.

circulation around a point.

. .
(@

)
/;"/

/
\

x y
oF,  oF
ve= (3, 20 29) V.p= 2, OF  OF Vo= =k,
dx dy 0z ax dy 0z OF, _ OF, 9F, ar,>
9z ox ' ox  ay

 Points in direction of steepest « Positive: source (outflow)
ascent of ¢. » Negative: sink (inflow)

¢ Magnitude = rate of increase.  Zero: neither source nor sink.

* Direction given by right-hand rule.
» Magnitude = strength of rotation.
 Zero: irrotational.




2. Hengerkoordinatak (r, ¢, z)

Differencialoperatorok:

o Gradiens: (grad f), = 0, f. (grad f), = %apf, (grad f), = 0. f.

raraanciac N . Lo 9
e Divergencia: divv = =-0,(rv,) + <0,v, + 0 v..

e Rotacio: (rotv), = 1399*1.}3 — 0.v,, (rotv), = v, — 0,v;, (10t V), = %(&(rw{p) — Jypy).

o

Henger koordinata-rendszer




3. Gombi polarkoordinatak (R, v, ¢)

Differencialoperatorok:

e Gradiens: (grad f)p = drf. (grad f)y = %aﬂf (grad f), = 1

Rsin? ‘F’

i . : { 1 0y
Op(vg sinv) + z=—=0,0,

e Divergencia: divv = 40p(R*vp) + 75—

e Rotacio: (rotv)p = - ﬂ(dﬁ(ﬂ sint) — dyvy). (rotv)y =

\% (Ruvy,).
(rot v), = +(Or(Rvy) — Ogvr)

Gombi koordinata-rendszer




> (Skalaris) Laplace operator:
» Skalarbdl skalart ,csinal”.
» Tulajdonképpen = div grad

52f 32f 52f
Vif = axz 6y2 9z2

8f O&*f O°f

»

- 9z Oy 022

Ad = div(grad ®)




AP = div(grad ®)

At the summit of a smooth local bump, the central value is greater than the
neighboring values. The gradient points outward and downhill in every

direction. The resulting divergence is negative:

V*£<0.

At the bottom of a smooth local depression, the central value is smaller than
the surrounding values. The gradient points inward, toward the higher

values around it, and the divergence is positive:

V>0




> (Vektorialis) Laplace operator:
» Vektorbdl vektort ,,csinal’.

Aw = grad (divw) — rot(rot w)




» Vektoranalizis azonossagok:
» rot grad mindig = 0! => skalarpotencial
» div rot mindig = 0! => vektorpotencial VECTOR CALCULUS IDENTITIES

Basic Vector Operators
let. A, B a vector fields = 3 B\ =z
V=(p= (.... D\ .(:.v.)

Vektormezo6 rotacidja mindig [orrasmentes, azaz ¢ b a scalar field Ox' By oz
Gradient Divergence Curl
div(rotv) =0 V ¢ =gragp V A=divA VxA=cvA

Forditva, ha egy vektormezd forrasmentes, akkor egy masik vektormezd

© Gradient of a Product
Vigp) =V +yVe

© Divergence of a Scalar

© Divergencef a Vector
Cross Product

V- (A x B) =B- (VxA)
+A- (Vx(B)-Q-H

rotacioja (egyszeresen Osszelliggs tartomany belsejében).

Times a Vector
V. (pA)=p(V-A)+A) © Curl of a Gradient
+A(V) Vx(Vp)=0

) . ) .o © Curlof aScalar Times @ Divergence of a Curl
Skalarmezs gradiense mindig Grvénymentes: a Vector V- (VxAA) =0
Vx(pA)=¢(Vxx(A)

+ (Vo) x XA O Curl of aCurl
VX(V XX A) =
V(V, A)-V*A

0

rot(grad @)

© Divergence of a Curl

, . . PRI . T V: (VxAA)=0
Forditva, minden ¢rvénymentes vektormezd elGallithato (lokalisan) egy ( )

Vector Laplacian
If A is avectorfield VZA=V(V+A)-Vx(VxxA)

meglelels skalarmezs gradienseként.




Skalartér

I ntegrélés 4 Vektortér

/\

Vonal menti Felileti
Zuh
d—dev
Sum becomes Integral dv
A
N—peo M
|||||IIII| J1
,f Ax] |~
y

Area = j fla)dx = lim Z S (x)Ax
i} i=l

> Terfogati

N




A vonalmenti integral (line integral) a vektorkalkulusban azt adja meg, hogy egy adott

gorbe menten haladva mekkora egy fuggveny (skalarmezd vagy vektormezd) dsszesitett
értéke. C

> Vektormezbre: ” — fF ' dr » Skalarmezbére: C

b
b
f F-dr = f F(r(0)) - ¥ (1) di [ Ja@)Ir (D)]dt

A fellileti integral (surface integral) a vonalmenti integral ketdimenzios kiterjesztese.
Segitségével nem egy vonal (gorbe), hanem egy térbeli felulet (S) mentén 6sszegezunk

egy fuggvenyt.

=l

a8

A fizikaban a legfontosabb alkalmazasa a fluxus kiszamitasa (példaul mennyi folyadéek

aramlik at egy szuron, vagy mekkora az elektromos/magneses mezd ataramlasa egy zart
feluleten).

f] LdA = ffF(r(u ) - (ﬁx—)dudv




A térfogati integral (volume integral) a vektorkalkulusban a vonal- és feluleti
integralok haromdimenzios kiterjesztése. Segitseégéevel egy teljes haromdimenziés V
terfogat (test) felett integralunk egy fuggvényt.

A fizikaban és a mérndki tudomanyokban rendkivul gyakori: ezzel szamoljuk ki egy test
tomeget (valtozo surlség esetén), tomegkozeppontjat, tehetetlenségi nyomatékat,
vagy egy adott terreszben levo osszes elektromos toltest.

ﬂvf(X,y,z) av f//;;, f(z,y, 2) dz dy dz.

8 p I
/// f(m,y,z)da:dydz=/f f(u, v, w) (#,9,2) du dv dw
D D 8(u,v,w)

Ou ov Ow

_@yd) |\ ow oo

Ou ov Ow

0(u, v, w) o o o

Ou ov Ow




» Gauss-tétel (vagy Gauss-Osztrogradszkij-tétel, mashol: Osztrohradszkij irasmddban, vagy
divergenciatétel).

Divergencia-tétel (Gauss-tétel): vektormezs divergenciajanak térfogati
integralja egy )V térrészre egyenld a vektormezs feliileti integraljaval a
térrész d) hatarfeliiletére

N YR
9Sv-dA:f(V-v)dV '/dlvvd r/v(r) ds
s v

% oY

> Stokes-tétel (vagy Kelvin-Stokes-tétel).
Stokes-tétel: vektormezd rotaciojanak feliileti integralja egy F feliiletre
egyenld a vektormezonek a feliiletet hatarold OF gorbére vett vonalmenti

integraljaval

/rotﬁ-dg’:/ﬁ(ﬁ-df
Sﬁv-drzj]-(va)-dA :
C S

F OF
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   v x = r   s i n θ c o s φ


   v y = r   s i n θ s i n φ


   v z = r   c o s θ


  r =   x 2 +  y 2 +  z 2

